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https://europa.eu/european-union/about-eu/easy-to-read_en
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http://www.mathpuzzle.com/MAA/05-Multi-state%20Mazes/mathgames_11_24_03.html
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https://doi.org/10.1088/1367-2630/9/6/186
https://liacs.leidenuniv.nl/~takesfw/SNACS/
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‘families’ grafen

punten + verbindingen

o gericht vs ongericht
o parallelle verbindingen ~ multi-
o info verbindingen  gewogen

o identiteit knopen  abstract

wikipedia spoorlijner}

=
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https://nl.wikipedia.org/wiki/Spoorlijnen_in_Nederland
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families

ONGERICHT
ch.8 Graph Theory

GERICHT

O—CO
Q—»@ ch.9 Directed Graphs

ch.8.8 Tree graphs
ch.9.4 Rooted trees
ch.10 Binary Trees
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formalisatie

graaf G = (V, E)

o V=V(G) knopen (punten; vertices, nodes)

o E=E(G) lijnen (takken, zijden, kanten, bogen; edges, arcs)

lijn  {u,v} ‘pair distinct vertices'

{1,2,3,4,5}
={11,3},{1,4},{1,5},{2,4},{2,5},{3,5} }

vV
E

1 2 3 4 5
S~ > >

1
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Petersen

186 / 500
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buren

G=(V,E) e={uv}inE 2 €3 5
o e verbindt u en v

u uiteinde van e

©

o uen v adjacent (buren)

o u en e incident

graad van v aantal buren

deg(v)
geisoleerd deg(v) =0
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handshaking lemma

G=(V,E)
Thm. 8.1
som van de graden is twee keer aantal lijnen J
ervdeg(x):2-|E| J
gevolg
het aantal knopen met oneven graad is even J
2 5
3
4 1
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adjacency matrix

G=(V,E)met V={vi,vo,..., vt ‘geordend’
adjacency matrix  burenmatrix
nx nmatrix A= (aj)ij=1..n
2 — 1 {v;, V_,} cE
Y71 0 anders
ongerichte graaf:
o symmetrisch
o nullen op diagonaal
naar
2 5 12345
van 1100111
3 2100011
3110001
411000
4 1 5/111100

FoCS Grafen Definities
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multigraaf

algemener:
parallele lijnen
lus  loop
2 5
1 23 45
3 1/0 0 1 1 1
) {33177 210 0 0 1 2
3/1 01 0 1
4110 0 0
4 1 5012100
incidentie matrix
2 “ 5
<4 . e e e e e e € &
= 3 I/T 1 1 0 0 0 0 0
& e < Des 200 0 0 1 1 1 0 0O
- 3/t 0 0 0 0 0 1 1
- 410 1 0 1 0 0 0 O
4 1 5/0 0 1 0 1 1 1 0

FoCS Grafen
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0

0 O
1
2

1

1
e|3 2 2
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Xadjacency lists

1[F—[2[F{6]*]
OG0 2|3
\@M 3| o5 6]+ 7]e]
e
5 [e—[a[}~[6]*]
@— O, 6 [ —[1[~[7]*]
7 1]
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deelgraaf

G=(V,E)
subgraaf G’ = (V/,E') V'CV,E'CE

vV ={1,23,4,5} V' =1{1,2,3,4,5}

E ={13,14,15,24,25,35} E’={13,14,15,24,25 35} (luie notatie)
2 5

4 1

geinduceerde subgraaf G’ = (V/, E’) V' ={1,23 4,5}
VCV,E'=EnV' xV’ E’'={13,14,15,24 2535}
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knopen en lijnen verwijderen
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o Euler en Hamilton
o Isomorfie
> Speciale grafen
 Vlakke grafenlx
> Gerichte grafen
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paden

V0, €1, V1, €2, V2, €3, ..., €n, Vi €k = {Vk—_1, Vk}
pad vo,vi,v,...,v, {vi,vi;1}€eE 1,7,6,54,3,5,6,3
van vp naar v, tussen ...
lengte n
trail verschillende lijnen 2,6,3,5,6,7,1,3,4
simpel pad verschillende knopen 1,2,6,3,5

6 6 6 6
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gesloten paden

pad vo,vi,vo,...,v, {vj,visz1}€eE 1,7,6,5,4,3,5,6,3

gesloten pad Vo =V, kring 1,2,6,5,3,4,5,6,7,1
circuit verschillende lijnen 1,2,6,3,5,6,7,1
cykel verschillende knopen 1,2,6,3,5,1
2
1
3
a
4
6
5
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over Schaum

distinct ‘ edge vertex ‘ edge vertex
Schaum | path trail  simple path | closed (path) Xcircuitcycle
Wiki walk trail  path closed (walk) circuit cycle

Schaum “cycle (or circuit)” (zie p.160).

“Hamilton circuit” “Euler circuit”

heeft een kring een beginpunt?

v,w,v géén cycle
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paden

gewone (simpele) graaf

simpel C trail C pad

verschillende knopen = verschillende lijnen

multigraaf

Vo, €1, V1, €2, V2, €3,...,€n, Vp ei tussen vi_q1 en v
><61><
€2
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Stelling

graaf G x,y € V(G)
Thm. 8.2.

Als er een pad is van x naar y in G, dan is er ook een simpel pad van x
naar y.

X = X0, X1, - .- x,_1,@x,+1,.. Xj— 1,@.Xj+1,...,xn=y
X:XOIX]J---:XI.*]J1)(j+1-"1xn:y

(herhalen)
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verbonden x~y pad tussen x en y
equivalentierelatie
- x~x reflexief pad van lengte nul
—als x~ydan y ~x symmetrisch
pad omdraaien
—alsx~yeny~zdanx~z
paden achter elkaar

transitief

(samenhangs-)component

FoCS Grafen Paden

componenten

2
3 1
4 8
5 o 7
6

{1,2,5}, {3,4,7,8}, {6}
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knippen

aantal componenten neemt bij verwijderen toe
G — v articulatie punt v (cutpoint)
G—e bruge (cutedge)

2 2

FoCS Grafen Paden 203 / 500



d(x,y) afstand lengte kortste pad (gemeten in lijnen)

o d(x,y)=0 desdals x=y
o d(x,y) =dly, x)
o d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) driehoeksongelijkheid

diameter G langste afstand

FoCS Grafen Paden

afstand
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voorbeeld




Mcentrality

wikipedia: Centrality

Closeness

Betweenness
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https://en.wikipedia.org/wiki/Centrality
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Kaliningrad / Konigsberg in PreuBen
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https://www.bing.com/maps?q=kaliningrad&FORM=HDRSC6

Koningsberger bruggenprobleem

Leonard Euler (1736) =

Leonhard Euler. Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis
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Euler tour

Euler circuit alle lijnen precies één keer
Euler graph  heeft Euler circuit

Thm. 8.3 J

samenhangende graaf G is Euler desda elke knoop heeft even graad

2 1 2 1
3 3
7 7 .
4 4
6 6
5 5 ®
Cor. 8.4
Euler trail maximaal twee oneven graad J

FoCS Grafen Euler en Hamilton 210 / 500



Euler constructie

Euler circuit alle lijnen precies één keer

samenhangende graaf G is Euler desda elke knoop heeft even graad J
. 1 2 1
3 3
7 7 ~
4 4 P
5 0 5 0
: 1 2 1
3 3
e/ e/
° °
4 4
5 0 5 0

PN PN

! \

/ /

[ J

\ A
\ s\ /
~____-" ~____-
2

1

7

6

5

K0
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connected Eulerian graphs

OLUS o4
SR

X‘Sloane’ A003049 online encyclopedia of integer sequences
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https://oeis.org/A003049

icosian game

William Rowan Hamilton 1857

FoCS Grafen Euler en Hamilton www.puzzlemuseurglg(%rgoo


https://en.wikipedia.org/wiki/Icosian_game
https://www.puzzlemuseum.com/month/picm02/200207icosian.htm

Hamilton

Hamilton cykel alle knopen precies één keer
Hamilton graph  heeft Hamilton cykel

XOre’s Theorem (1960)

A simple graph with n vertices (n > 3) is Hamiltonian if, for every pair of
non-adjacent vertices, the sum of their degrees is n or greater.

(u,v) ¢ E dan deg(u) + deg(v) > n
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https://nl.wikipedia.org/wiki/Paardensprong_(puzzel)
https://de.wikipedia.org/wiki/R%C3%B6sselsprungr%C3%A4tsel

Hamilton cykel alle knopen precies één keer

Hamilton graaf  heeft Hamilton cykel

XINP-compleet om te bepalen of G Hamilton is

«E
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Euler vs. Hamilton

Euler Hamilton
alle lijnen alle knopen
eenvoudige karakterisatie geen karakterisatie

computationally hard
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gelijke graaf(?)
G G’
2 5 b e
4 1 d a
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isomorf

ull 2
o(u)|h g

3 45 6 7 8
c d f e a b

behoudt aantal knopen, aantal lijnen, graden, paden, ...

G=(V,E) G'=(V' E"
isomorfisme @ :V — V'  bijectie
(u,v) € E desda (@(u), @(v)) € E’
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isomorf

behoudt aantal knopen, aantal lijnen, graden, paden, ...

2 3 b c

‘abstracte’ grafen
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Can the graph isomorphism problem be solved in polynomial time? I

P vs. NP

«E
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complete graaf

K, complete graaf

K4 K5 K6

n j—
Vi=n |El=—F—
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reguliere graaf

k-regulier  alle knopen graad k

5 oy ) &

Petersen kubus

IVI=n |[El= 3
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(compleet) bipartiet

Kmn  compleet bipartiet

IVi=m+n
|[El=m-n
K33

KQVQ K3,2

FoCS Grafen Speciale grafen 226 / 500



spanning tree protocol

bipartiete graaf
lijnen alleen tussen twee (disjuncte) deelverzamelingen knopen

Root bridge

DP{ 3 LDP
/ \

netwerk segment

/

wikipedia
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https://en.wikipedia.org/wiki/Spanning_Tree_Protocol

bipartiete grafen

Thm. 8.11.
graaf G, equivalent zijn:
@ G is bipartiet

@ G heeft alleen cykels van even lengte

FoCS Grafen Speciale grafen 228 / 500



bewijs

(1) = (2) Als de graaf bipartiet is loopt elk pad van een knoop naar
zichzelf steeds heen en weer tussen de partities. Om terug te komen dus
een even aantal stappen.

(2) = (1) Omgekeerd nemen we aan dat de graaf alleen kringen van
even lengte heeft. We gaan de knopen uit de graaf zwart-blauw kleuren
om zo de twee partities te onderscheiden. Kies een willekeurige knoop x
van de graaf en kleur deze zwart. Als een knoop gekleurd is dan krijgen
zijn buren de tegengestelde kleur. Dat leidt niet tot problemen: er is geen
(ongekleurde) knoop y met zowel een zwarte als een blauwe buur. Dan
zou namelijk y vanuit x te bereiken zijn met zowel een oneven als een even
aantal lijnen, en vinden we een kring van oneven lengte.

FoCS Grafen Speciale grafen 229 / 500



bomen

boom
— samenhangend

— acyclisch  geen cykels

seeeee e e
]

eigenschappen:

» tussen elk tweetal knopen precies één simpel pad
> [El=|V|I-1

’Sch 8.8 Tree graphs  Sch 10 Binary trees  (apart)
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opspannende boom

opspannenc{%

evat alle kneosn Root bridge
Bex) ;
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three utilities problem

vlakke graaf

wikipedia
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https://en.wikipedia.org/wiki/Three_utilities_problem

viak

vlakke graaf  zonder kruisende lijnen

o7 (]

Petersen kubus K33
{ \7

/N

K
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Kuratowski

By

XThm. 8.10
Een graaf G is vlak desdals G niet K33 of K5 bevat

Kuratowski (1930)  Wagner (1937)

Sk o7
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https://en.wikipedia.org/wiki/Wagner%27s_theorem

Euler

G = (V, E) planaire graaf vlakken R (regions)

XThm. 8.8. Euler
IVI—|E|+|R| =2

V| =20, |[E| = 30, V| =8, |[E| =12, V| =5, |[E| =10 [VI=6, |E|=9
IR| =12 IR| =6 IR| =77 IR| =57
Thm.8.7. 5|R| = 2|E| 4|R| = 2|E| 3|R| < 2|E| 4|R| < 2|E|
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vierkleurenstelling

elke vlakke graaf heeft een 4-kleuring

Kempe 1879

Heawood 1890
XThm.8.12 vijfkleurenstelling

Appel & Haken 1974
handwerk + computerbewijs
1,834 configurations

FoCS Grafen Vlakke grafenX 237 / 500
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definitie
gerichte graaf G = (V,E)  verzamelingen
o V=V(G) knopen (punten; vertices, nodes)
o E=E(G) pijlen (takken, kanten; edges, arcs)
pijl  (u,v) geordend tweetal
—e vanu naarv
— u,v  begin, eind van e

—e=(u,u) lus loop

V={pqgrstu}
E={(ps). (p.t),(qu)(r.p) (sp). (s.q) (t q),(tr) (us) (uu) }

s p

q t
FoCS Grafen Gerichte grafen 239 / 500



graden

naar

in/uit-graad van v

indeg(v)  outdeg(v)
bron indeg(v) =0 source
put outdeg(v) =0 sink

Thm. 9.1
2 xev indeg(x) = 3_ o\ outdeg(x) = |E] J
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{....(B,A), (B A), ...}

(gerichte) multigraaf

A D
A
€2 €3 i
G
er

FoCS Grafen

7% 3

huh?

graaf met gewichten
XHidden Markov Model

e 2.8

beach study film

Gerichte grafen 241 / 500



(gerichte) paden

Vo, €1, V1,62, V2,€3,...,€p, Vp
pad  vo,vi, v, ..., v, (vi,viy1) €E
van vg haar vp
lengte n aantal pijlen
- trail verschillende lijnen

—simpel pad  verschillende knopen
gesloten pad Vo =V, kring

— circuit verschillende lijnen
— cykel verschillende knopen QO O/—\VO

opspannend padbevat alle knopen
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component

graaf sterk samenhangend  voor elke x en y is er een pad van x naar y

ongericht gericht
pad tussen x en y pad van x naar y
én pad van y naar x

connected component strongly connected component
samenhangs-component sterke samenhangs-component

O—(B—C13)

O OO WG a0,

FoCS Grafen
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samenhang

Thm. 9.2

gerichte graaf G
sterk samenhangend desda heeft een gesloten opspannend pad

o BN RN - - o
~ e - 7 .7 S~

ongerichte graaf G J

samenhangend desda heeft een opspannend pad
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gerichte graaf G

zonder cykels

dan heeft G een put en een bron

FoCS Grafen

Gerichte grafen

<
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acyclisch

G = (V, E) gericht
topologische ordening van G (v, ..., va)  (vi,vj) € Edani<j

(1,2,...,7,8) (2,1,4,6,3,5,8,7)
Thm. 9.8

gerichte graaf G zonder cykels dan bestaat er een topologische ordeningJ
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Gerichte grafen
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