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verzameling

element

verzameling

(& &, b, , 2, w, &)
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Georg Cantor

“Unter einer ‘Menge’ verstehen wir

jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Ob-
jekten m unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die ‘Ele-
mente’ von M genannt werden) zu
einem Ganzen. "

Uber eine Eigenschaft des Imbegriffes aller reellen algeb-
raischen Zahlen. Crelles Journal fiir Mathematik, 77 (258— St Petersburg 1845 — Halle 1918
263) 1874. wikipedia
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https://en.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
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verzamelingen

”

“a set may be viewed as any well-defined collection of objects

een verzameling wordt bepaald door haar elementen

opsommen
{0,2,4,6}
{0,2,4,...,116,118 }
{0,1,4,9,...}
eigenschap P {x|P(x)}
{ x| x is een kwadraat }
“ alle elementen waarvoor ... "

{ x| x = y? voor een geheel getal y }
{y? |y is geheel }
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elementen

een verzameling wordt bepaald door haar elementen

xeA “x is element van A" “x zit in A"

1e{1,2} 3¢{1,2}

gelijkheid
{1,2}={2,1} ={1,2,1}
A=B8B
x € Adesda x € B
“dan en slechts dan als” —
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deelverzameling

deelverzameling, inclusie  C  ‘"is bevat in"
{3,5,9} C{1,3,5,7,9,11}
{2,3,5,7t¢{1,3,5,7,9,11}
ACB

x€ Adanx e B
=

A=Bdesda ACBen BCA J

echte deelverzameling ACB ACBén A#B
{3,5,9} c{1,3,5,7,9,11}
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inclusies

{1,2,3,4}
AR

N ~

1, 2 3} {1 2,/4} {:\1\,3,4} 2,3,4)

Y. Yo_ VA N
-7 oA

- ~ e 7
/ \* \L/ PR \

{1, 2} {1 3} {1 4} {2 3} {2 4} {3 4}

~ Y
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Thm. 1.1

Voor verzamelingen A, B en C geldt
@ ACA
@ asACBen BCAdan A=B

stelling

reflexief

anti-symmetrisch

@ alsACBenBC Cdan ACC transitief
Voor getallen x, y en z geldt
@ x < x reflexief

dan x < z

anti-symmetrisch

transitief

FoCS Verzamelingen
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getalsverzamelingen

N natuurlijke getallen N+t
{0,1,2,3,...}

7  gehele getallen  integers
{...,—2,-1,0,1,2,... },

Q  rationale getallen
breuken p/q, maar 2/4 =1/2
R reéle getallen

;1, e en Tt.

V2
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{x|xiseven }
{0,2,4,6,...} vs {...,—4,-2,0,2,4,6,...}

universum U

lege verzameling {} @ 0

voor elke verzameling Ageldt @ CACU l

«E
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nieuwe verzamelingen

Boolese operaties

logica verzamelingen

FoCS Verzamelingen

conjunctie  en /A | N doorsnede
disjunctie of V| U vereniging
negatie niet — | ¢ complement
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constructies

A={1,2,3,4 B={1,357} U={1,23,456,778}

en ANB={xelU|(xeA N(xeB)} doorsnede
ANB={13}

of AUB={xelU|(xe€ AV (xeB)} vereniging
AUB={1,2,3,4,57}

Thm 1.3

Voor elk tweetal verzamelingen Aen B geldt ANBC AC AUB
ANBCBCAUB

niet A°={xelU|—-(xeA}={xeU|x&A} complement
A€ ={5,6,7,8}
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‘de grote drie’

De grote drie: de en verschillen in de verkiezi S

* Verplichte mastsehapppelijke stage

« inkomensa hankelijee orgpremie
« Rihereouderen belalen mee aan ADW.

« Wasimesing hypotheekrente-afrsk

« Radicale vergroening van energisoorriening

= Herinvoering gesubsidieerd werk
Extra huurtoeslag

nschal eerste huis goedkoper maken

el burtbenoners.

"
W geld voor Kinderoprang
« Winder coffeeshops

= Ranpakben overheidsbureaucratic
* Bogere beloning leraren
uengere aanpal.probleemjongeren en
hun ouders
* Scherpe inbargeringseisen aan
allochtonen
* Leerwerhplicht voor jon ge volwassenen
© Kleinere scholen
\ * Invosren kilometerhetfing

« Gras inderopvang

« e Kamer st 100 sl
« Afomen vermogen woningearporties « Beninigng
Teeiverdelingin o Mk e o  Beniseig ::;-m

de Tieede Kamer: « Kraakverbord

COA ¥
Pk 42 3 Procent velaging inkomstenbelasting
w7 Voot ledercen

« Hischafien igenareade 078

« Halvering taieven successiebelasting

= Beperking WH-vtkering ft 19 maanden

« Bijstand varat 27 jaar =

150505, d Yolshrast - Doowe Oauwes Rayeondva des e

050906 (C) de Volkskrant — Douwe Douwes, Raymond van der Meij
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John Venn

On the Diagrammatic and Mechanical Representation of  Hull 1834 — Cambridge 1923

Propositions and Reasonings. Dublin Philosophical Maga-

zine and Journal of Science 9, 1—18, 1880. wikipedia
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https://en.wikipedia.org/wiki/John_Venn

“Venndiagram meme”

| added a layer to that "Put your hands in the
air" Venn diagram going around.

Bank Robbers

Everyone
on the
floor

I'm not asking
twice

Mom
Taking Off
Your
Sweater

Put your
hands in the
air

If you don’t
listen to me
there will be
severe conse-
quences

Are you
with me?

Preachers

FoCS Verzamelingen @mattsurelee 21 / 194



twitter.com /tweetsauce/ (bron) (interactief).
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http://moebio.com/research/sevensets/

Venn: twee verzamelingen

U=1{1,2,3,4,56,7,8}
A={1,2,3,4, B={1,3,57T7}

‘klein’ ‘oneven’

6
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drie verzamelingen

U=1{1,2,3,45,6,7,8}
A=1{1,2,3,4y B={1,3,57}
‘klein’ ‘oneven’

C :{2,3,5,7} ‘priem’

“alle grote oneven getallen zijn priem”

FoCS Verzamelingen Venn diagrammen
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Euler vs. Venn

deelverzameling
grijs=leeg
A B A B
disjunct
A B A grijs=leeg B

FoCS Verzamelingen Venn diagrammen 25 / 194
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en
ANB={xeU|(xeA AN(xeB)}

iNntersection
disjunct ANB =g disjoint

«E
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of
AUB={xelU|(xe AV (xeB)}

Union

«E
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Voor elk tweetal verzamelingen A en B geldt ANBC AC AUB
ANBCBCAUB

« =
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stelling

Thm 1.4

de volgende beweringen zijn equivalent
ACB, AnB=Aen AUB=8B

ACB desda ANB=A

O grijs=leeg
A @@
B A B

FoCS Verzamelingen Boolese operaties 30 / 194



niet
A={xelU|-(xeA)}={xelU|x¢A}

U

«E
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symmetrisch

complement verschil verschil
. A [z B || A [] B
Ac=U\A A\B A-B A®B
AN B¢ (A\B)U(B\ A)

« =
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voorbeeld

U=1{1,2,3,4,56,7,8}

A={1,2,34 B={1,35,7
{ } { } B¢ :{2,4,6,8} even

klein oneven
AN B ={2,4} Kein en even
— A\ B
6 8 A€ = {5, 6, 7, 8} groot
A°UB={1,3,56,7,8}

groot of oneven

AN BS = (AU B)©

FoCS Verzamelingen Boolese operaties 33 /194



formele talen

universum: strings (woorden)  rijtjes symbolen

verzameling: “taal”
K ={ x €{a, b}* | x heeft een even aantal a's }

{A, b, aa, bb, aab, aba, baa, bbb, . . .}

L ={x €{a, b}* | x heeft twee gelijke letters achter elkaar}

{aa, bb, aaa, aab, abb, baa, bba, bbb, . ..}
bab

K L

aab,baa,bbb€ KNL abac€ K\ L aaa abb,bbac L\ K babe (KUL)®

FoCS Verzamelingen Boolese operaties
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FoCS Verzamelingen

fundamental products

A°NBcNCe C

NN

Boolese operaties
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De Morgan

“niet (klein of oneven) = groot en even”

(AU B)¢ = AN B¢

T
[T
L |~ ~
LA /
:7 / \\
ai| ) )
N N /
Mﬁ\\ \\\ /‘/tﬁﬁ
A S A HHEHRS H
AU B)© — A |llge Hanse
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symmetrisch verschil

AeB=(AUB)\ (ANB)=(A\B)U(B\A)

\/
7\

N
L= gt S B

A — B A B
lauB)r = (AnB)c ave I[llB\A

FoCS Verzamelingen Boolese operaties 37 /194



(AUB)J\ (AN B) = (A\B)JU(B\ A)

@

definities

als x € (links) ...
...dan x € (rechts)

wat doe je?

overtuig de lezer

beargumenteer

FoCS Verzamelingen

@

Venn diagrammen
links en rechts

wat doe je?
construeer gebieden
arceren

betekenis streepjes

welk gebied

Boolese operaties

®

verzamelingenalgebra

vaste vorm

stap voor stap
herschrijf -\ -
benoem de regel

lastig

38 /194



|. met definities

(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\ A)

we bewijzen de gelijkheid door twee inclusies . ..

@neemxe(Aus)\(AmB)

dan x € AU B maar x¢ ANB
dusx e Aof xe B
neem x € A
dan x ¢ B, want anders x € AN B
dus x € A\ B, dus in (A\ B)U(B\ A)
neem x € B, dan volgt eenzelfde redenering

@neemxe(A\B)U(B\A)

FoCS Verzamelingen Boolese operaties 39 /194



Il. stelling (+redenatie)

ACB desda ANB=A

<
als ACBdan ANB=AY als ANB=Adan AC BY
ANBCA U
aid— ACANB alsxe AP A qanxe B

neem x € A

ACB
alsxe A-------- »dan x € ANB gegeven A=ANB
neem x € A dusxe ANB dusxejﬂBEB
gegeven ACB 7 us x

dus x € B

FoCS Verzamelingen Boolese operaties 40 / 194
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eigenschappen

234+ 11417+ 9 = (23 +17) + (11 +9) = 40 + 20 = 60

binaire operator *
commutatief xxy =y*xx voor alle ...

associatief  x*(y*z)=(x*xy)xz vooralle ...

commutatief AUB=BUA ANB=BNA
associatief AU(BUC)=(AUB)UC An(BnC)=(AnB)nC

verschil \ niet commutatief, niet associatief

FoCS Verzamelingen Verzamelingenalgebra 43 / 194



Peirce's arrow

Al B=(AUB)* NOR  commutatief
AL(BLC)Z(ALB)]C associatief?

C _ —C
AN
) ( )
{ d al d ><\\

7 M N -~

(1 (T = —

\
[ < N [ iy —
—A B—/ A B —

A =8BJcC —aAlB lllc

ongearceerd ongearceerd

(BUC)\A # (AUB)\ C

FoCS Verzamelingen Verzamelingenalgebra 44 / 194


https://en.wikipedia.org/wiki/Logical_NOR

eigenschappen

binaire operator x
een lxx=x vooralle...

nul Oxx=0 wvoor alle ...

een AUG=A ANnU=A
nul AUU=U AN =0
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distributiviteit

3-2+7)=13-2)+(3:7)
AU(BNC)=(AUB)N(AU ()

C C
/ AN
/ \
—>< { TN )
AN
/ V4|
/ ~A1
( { ) ( { )
\ \ /
AN X 4
A B A B
—A lllBnc —Auc lllaus
alles gestreept dubbel gestreept
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FoCS Verzamelingen

AU A

U A=A ANA®

Verzamelingenalgebra

<
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(al gezien) De Morgan

(AU B)¢ = A° N B¢

[TTTTTT
[T T
|~ |~ ~
T L~
i N
Mi ) )
Mﬁx\ \\ ~ Pl
A B [ ™~ ™~ ~ [ T[]
B A, B
[ auB)e — A |llge Hacnse
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idempotent AUA=A ANA=A
associatief (AUB)UC=AU(BUC) (AnB)NnC=An(BnA()
commutatief AUB=BUA ANB=BnNA
distributief AUu(BNC)=(AuB)n(AuC()
AN(BUC)=(AnB)U(ANC(C)

identiteit AU =A ANU=A
AulU=U AN =0
dubbel compl. A=A
complement AUA=U ANA =0
gc=U Uc=o
De Morgan (AUB) = AN B¢ (AN B)c = AU B¢

Tabel: De axioma's van de verzamelingenalgebra.
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symmetrisch verschil

(AUB)J\ (ANB) = (A\B)U(B\ A)

S —
TN

\vi
X
JAY

A - B A B
(AUB)\ (ANB) = omschrijven
(AUB)N (AN B)c = distributief
(AN(ANB))U(BN(ANB)) = DeMorganx?2
(AN(A°UB))U (BN (AU B°)) = distributiefx2
(ANAYU(ANB ) U((BNASYU(BNBf)) = complementx?2
(GUANB ) U((BNAYYU D) = nul-elementx2
(ANBS)U (BN A9 omschrijvenx2
(AN B)U(B\A)

FoCS Verzamelingen Verzamelingenalgebra 50 / 194



George Boole

Boole's work founded the discipline
of algebraic logic. It is often, but
mistakenly, credited as being the
source of what we know today as
Boolean algebra. (wikipedia)

An Investigation of the Laws of Thought on Which are
Founded the Mathematical Theories of Logic and Proba-
bilities, 1854

Lincoln 1815 — Cork 1864
wikipedia

FoCS Verzamelingen Verzamelingenalgebra 51 / 194


https://en.wikipedia.org/wiki/Law_of_thought

absorptie

absorptie
AU(ANB)=A en AN(AUB)=A J

AU(ANB) = (identiteit)
(ANU)U(ANB) = (distributiviteit)®
AN(UUB) = (identiteit)

( )*
(

ANU
A

identiteit)

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) distributief
AuU=U identiteit

FoCS Verzamelingen Verzamelingenalgebra 52 / 194



minder axioma’'s?

idempotentie

ANA= nulelement
(ANA)UD = complement
(ANA)U(ANAS) =  distributief
AN(AUAS) = complement
ANnU= eenelement
A

XICh.15: Boolean Algebra

FoCS Verzamelingen Verzamelingenalgebra 53 / 194



FoCS Verzamelingen

duaal

wikipedia compound of a cube ...
(c) Robert Webb www.software3d.com
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https://en.wikipedia.org/wiki/Compound_of_cube_and_octahedron
http://www.software3d.com/Stella.php

FoCS Verzamelingen

dualiteit

distributief AU (BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUuC)=(ANB)U(ANC(C)

identiteit AU =A ANU=A
AUuU=U AN =0
complement AUA=U ANA =9

De Morgan (AUB) =A°NBc (ANB) =A“UB*®

duaal U<+—nN
¢ ¢ g+— U

@ =1V desda ¢@*=19*

Verzamelingenalgebra 55 / 194



i Basic Identities of Boolean Algebra

Let X be a boolean variable and 0,1 constants

1. X+0=X --Zero Axiom
2. X+1 =X --Unit Axiom
3. X+1 =1 --Unit Property
4. X0 = -- Zero Property
5. X+X=X --Idempotence
6. X-+X =X --ldempotence
7. X+X =1 --Complement
8. X+X =0 --Complement
9. (X=X  --Involution
Fall 2019 Fundamentals of Digital Systems Design by Todor Stefanov, Leiden University 22
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1,4.Zero X+0=X X:0=0
3,2.Unit X+1=1 X-1=X
5.ldempotence X+X=X X - X=X
7.Complement X+ X' =1 X-X"=0
9.Involution (X =X

10.Commutat. X+Y=Y+X X-Y=Y-X

12.Associative X + (Y +Z)=(X+Y)+Z X-(Y-Z)=(X-Y)-Z

14 Distributive X-(Y+Z)=X-Y+X-Z
X+(Y-Z)=(X+Y)-(X+2)

16.DeMorgan’s (X +Y) = X'. Y’ (X-Y) =X'+Y

Tabel: Boolean Algebra Properties FoDSD

FoCS Verzamelingen Opmerkingen over FoDSD 57 / 194



0 T 1 1
0 0 0 1 ]
( 0 0 0 1 ’
t 1 1 1 1
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bij de collega

ANBUBNC°NDUA NBNCUC*ND=BUC°ND ©

(ANB)U(BNC*ND)U(A“NBNC)U(C ND)=BU(C°ND)

AB 4+ BC'D' + ABC + CD = absorption
AB + BCD'+ ABC+ (CD + BCD) = commutative
AB 4+ (BC'D'+BCD)+ ABC+ CD = distributive
AB 4+ BC'(D'+D) + A BC + C'D = complement-+unit
AB + BC' + A'BC + CD = complement+distributive
(ABC+ABC' ) + (ABC'+A'BC' ) + ABC+ CD = commutative
ABC + A'BC + ( ABC' + ABC' ) + A'BC' + C'D = idempotence
ABC + A'BC + ABC' + A'BC' + C'D = distributive
(A+A")B(C+C') + C'D = complement+unit
B+ CD
FoCS Verzamelingen Opmerkingen over FoDSD 59 / 194
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hoeveel kubusjes zichtbaar

4x4x4 43

3.42_3.441

Jumbo Rubik’s cube

FoCS Verzamelingen Inclusie en exclusie 61 / 194



tellen

A eindig  aantal elementen n(A) |Al  #A

\/
7\

Vi

Lem.1.9

AU B| = |Al+|B| —|AN B

FoCS Verzamelingen Inclusie en exclusie 62 / 194



inclusie en exclusie

Cor.1.10, Thm.5.8

Voor eindige verzamelingen A, B en C geldt dat
JAUBUC|=|A+|B|+I|C|—|ANB|—|BNC|—|ANC|+|AnBNCl|.

FoCS Verzamelingen Inclusie en exclusie 63 / 194



Lem.1.9 *
|[AU B| = |Al+|B|—|AN B

JAUBUC|=]AU(BUC)Z|Al+|BUC|—]|AN(BUC)]
—
® ®
(1) |BUCIZIBI+I|Cl—-IBNC]|
(2) AN(BUC) ™= (ANB)U(ANC)

—(ANB)U(ANC)|[= —|ANB|—|ANC|+|(ANB)N(ANC)]
ANBNC

Cor.1.10, Thm.5.8
|AUBUC|:|A|+|B|+|C|—|AmB|—|BmC|—|AmC|+|AmBmC|.J

FoCS Verzamelingen Inclusie en exclusie 64 / 194



voorbeeld

Cor.1.10, Thm.5.8

Voor eindige verzamelingen A, B en C geldt dat
[AUBUC|=|Al+I|B|+|CI—|ANB|—|BNC|—|ANnC|+|ANn BN C|

U=1{1,2,...,1000} getallen deelbaar door 2,3 of 5

A U A3 U As
A, ={x e U | x is deelbaar door n }
|Apl = 1000 <+ n (zonder rest)

| A UA3 U As | = /
(1000 = 2) + (1000 = 3) + (1000 = 5)
— (1000 = 6) — (1000 = 10) — (1000 = 15)
+ (1000 = 30) =
500 + 333 + 200 — 166 — 100 — 66 + 33 =734

FoCS Verzamelingen Inclusie en exclusie 65 / 194
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partitie

( YU  A={A1 A, ..., A} A={A lia
AiCU A #02
AlUA U---UA,=U
U?:l A Uie/Ai =U
L \ A;ﬂAj:®a|Si§éj
(A B
© ©® ®

{{ABCH{DFGL{E}L{H}}

Q)
©

®
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oneindig

7. restklassen {[0],[1],...,[6] } N { Dk }ken
0] =1{..,-14,-7,0,7,14,...} Dy={1,357,...}
1] ={...,-13,-6,1,8,15,...} Dy ={21,2325,...}

D, ={41,43,45, . ..}
6] ={...,—8,—1,6,13,19,...}

Dy ={2K-m | m oneven }
(AUB)c = AN B* —(pVaq)=—pA—gq

(Uic/ A =Nig/ A5 —3i: Pli) =Vi:—P(i)
x € Ujes Ai desda eris een i € | met x € A;

FoCS Verzamelingen Collecties 68 / 194



eeeeee

lingen

machtsverzameling

{1,2,3,4}

{1,2,3}

{1,2,4}

{1,3,4 {2,3,4}

{1,2} {1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {3,4}

{1} {2} {3} {4}

Collecties 69 / 194



machtsverzameling

definitie
PA) ={X|XCA} ( XEDP(A) desda XCA) J

P{abcl)={{abcl{abl{ach{bcl{al{bl{cla}

GCA TePA) ACA AcPA
ook @ C P(A)

A eindig dan |P(A)| = 214 |

20=1 P@)={o}
2t=2 P(P©))=P{o})={o{2}}={{ }{2}}
22=4 P(PP@)=P{o{gt)={{ M M{oL{{zg}{o.{2}}}
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machtsverzameling

P({a, b}) P({o. {21}

b o}

a a %) %)
g {at {b {ab} @ {g}  {{oh} {o.{o}}
{2,{a},{b}.{a, b} } {2 {o}{{g}} {2, {o}} }
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ACU Ae P(U)

o¢o @DCO
oge{o} oCc{o}
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@ Verzamelingen

Definities

Venn diagrammen
Boolese operaties
Verzamelingenalgebra

Inclusie en exclusie
Collecties

o Postscriptum

FoCS Verzamelingen
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logicomix

wBeing the barber, it would wean
+hat he is shaved by the wan who
_ shaves only..

5, Flo)
! ( f(8. @)

Yet, once the obstruse

surfoce was penetrafed,
alot of sb\sa nouid be
Found und

A. Doxiadis, C. Papadimitriou, A. Papadatos:
Logicomix, An epic search for truth, 2009.
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Bertrand Russell

x54-43.  F: ., B €1. D an
B=A.=.xUBe2

From this proposition it will follow,
when arithmetical addition has been
defined, that 1 +1 = 2.

Trellech 1872 —
Penrhyndeudraeth 1970

A.N. Whitehead, B. Russell, Principia Mathematica, 1910
wikipedia nationaal archief
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https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand_Russell
https://www.nationaalarchief.nl/onderzoeken/fotocollectie/ab8bac28-d0b4-102d-bcf8-003048976d84

zelfreferentie

Z¥rvive vy

?
VeZ desda V¢V

?
ZeZ desda Z¢Z

Georg Cantor (1874) on-aftelbaar  (overaftelbaar)

Entscheidungsproblem David Hilbert
Kurt Godel (1931)  on-volledigheid  ‘deze stelling heeft geen bewijs’

Alonzo Church (1935)  A-calculus
Emil Post (1936) finite combinatory processes
Alan Turing (1936)  Turing machine  on-berekenbaar
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